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Dla wielu ludzi matematyka znajduje odzwierciedlenie tylko w
szkole lub w prostych sytuacjach zyciowych. Jednak pewne zjawiska przyrodnicze,
czy tez spoteczne pokazujg nam, jak gtebokie odzwierciedlenie w tych problemach
ma wiasnie krolowa nauk. Jedng z gatezi tej dziedziny sg paradoksy, z ktérymi
spotykamy sie praktycznie kazdego dnia, jednak nie zdajemy sobie sprawy z tego, ze
pewne decyzje, ktore na pierwszy rzut oka nie sg zwigzane z matematykg winny
jednak by¢ konsultowane z matematykami.

Jesli siegnelibysmy do stownika jezykowego w poszukiwaniu odpowiedzi na pytanie:
,Czym jest wiasciwie paradoks ?” to z pewnoscig otrzymalibySmy takie oto
odpowiedzi:

»1. Twierdzenie zaskakujgco sprzeczne z przyjetym powszechnie mniemaniem,
czesto ujete w forme aforyzmu; tez: sytuacja pozornie niemozliwa, w ktorej
wspotistniejg dwa catkowicie rézne lub wykluczajgce sie fakty.

2. Rozumowanie pozornie oczywiste, ale wskutek zawartego w nim btedu
prowadzgce do wnioskow jawnie sprzecznych ze sobg lub z uprzednio przyjetymi
zatozeniami” [1]

Znajgc juz troszeczke teorii i rozumiejgc mentalnie to pojecie, mozemy zrobi¢ krok
dalej i zastanowic¢ sie jakie problemy wystepujgce na co dzieh moglibysmy wyjasni¢
przy pomocy matematyki i pojecia paradoksu.

Spotykajgc sie z ludzmi czesto styszymy jak ciezko jest podrézowa¢ samochodem.
Zakorkowane drogi, ograniczenia predkosci, a do tego niezbyt gesta sie¢ drdg
szybkiego ruchu czy autostrad.

Rozpatrzmy zatem taki oto potencjalny przykfad:

Wyobrazmy sobie rodzine Iksinskich na co dzien mieszkajgcg w Czestochowie, ktéra
chce wyjecha¢ na majowy weekend. Pragnie ona zobaczy¢ poznanskie koziotki i
Stare Miasto. Pierwszym krokiem przed podrdzg jest obmyslenie trasy. Trasa z
Czestochowy do Poznania moze odby¢ sie w dwojaki sposéb.

Pierwsza opcja to trasa Czestochowa - £6dz, ktéra zajmuje zawsze 150 minut ze
wzgledu na zly stan nawierzchni, a nastepnie todz-Poznan, z tym, ze odcinek ten



jest ograniczony licznymi zakazami wyprzedzania i pokonanie tej trasy jest zalezne
od ilosci jadgcych aktualnie pojazdéw.

Druga alternatywa to trasa Czestochowa - Wroctaw i kolejno Wroctaw - Poznan jest
ona odwrotnoscig w czasach oraz warunkach przejazdu dla opcji pierwsze;.
Wszystko to widoczne jest na rysunku nr 1.

Dla obydwu tras zaktadamy, ze jesli porusza sie nig p pojazdow to czas przejazdu
wynosi p minut.

Rys.1 Czasy przejazdu z Czestochowy do Lodzi [2]

Ze wzgledu na zapowiadang piekng pogode oraz przyjazd stawnego zespotu
muzycznego do Poznania o wyjezdzie pomyslato réowniez 150 innych rodzin z
Czestochowy (Kazda z nich jedzie jednym samochodem).

Jesli wszyscy pojadg przez £6dz:
p =150
150 + p = 300 minut
Natomiast jezeli wszyscy pojechaliby przez Wroctaw:
p =150
150 + p = 300 minut

Widac¢ stad, ze jesli wszyscy pojadg jakgkolwiek z tras to czas przejazdu bedzie taki
sam.



Niestety rzadko sie zdarza, aby wszyscy jednogtosnie mieli to samo zdanie. Zatem
co wydarzy sie jesli potowa rodzin pojedzie przez £odz, a druga przez Wroctaw ?

Trasa przez £.6dz:
p =75
150 + p = 225 minut

Trasa przez Wroctaw:
p =175

150 + p = 225 minut

Zauwazamy, ze przy tak roztozonej siatce przejazdu czas dotarcia do Poznania
zmniejszyt sie az 0 75 minut !

Bytoby to najlepsze rozwigzanie do pokonania tej trasy. Wystarczytoby zamontowac
urzadzenia zliczajgce ilos¢ wjezdzajgcych na dang trase pojazdow, a nastepnie
sterowac ruchem tak, aby zawsze ich ilos¢ pozostawata w stosunku 50 na 50.

Ze wzgledu na dotacje wojewodzkie zostata rozbudowana siatka potgczen i
wybudowano droge szybkiego ruchu 2z najnowoczes$niejszymi rozwigzaniami
konstrukcyjnymi pozwalajgcymi pokonac trase z Wroctawia do todzi w utamkach
sekundy. Na nasze potrzeby mozemy przyjac, ze czas ten jest bliski 0 minut.

Skoro wiec pojawita sie nowa trasa, to teoretycznie czas przejazdu réwniez powinien
sie skrocié. Niestety skutek jest odwrotny do spodziewanego.

Nasza trasa moze przebiegaé w nastepujgcy sposéb Czestochowa - Wroctaw - £6dz
- Poznan. Oczywiste jest, ze kazdy ze zmotoryzowanych mieszkancow Czestochowy
wybierze witasnie te trase, tudzgc sie, ze moze akurat uda mu sie pokonac ten
dystans szybciej (co ma sens, gdyz zawsze p =< 150 ). Mozemy policzy¢ czas ich

przejazdu:

p+p+0=150+ 150+ 0 = 300 min

Jak mozemy zauwazy¢ czas przejazdu pomimo wybudowania nowej drogi
ekspresowej niestety nie zmalat [3].

Sytuacja taka zostata opisana jako Paradoks Braessa, ktory potwierdzit niemiecki
matematyk Dietrich Braess.

W pewnym modelu ruchu drogowego czasy podrézy pojazdéw mogg ulec
wydtuzeniu po dodaniu do sieci drogowej nowego potgczenia” [4].



Paradoks ten ma zastosowanie w teorii gier. Kazdy z podrézujgcych jest ‘pionkiem’
na planszy, ktéra jest siecig drog. Celem gry jest jak najszybsze dotarcie do
wyznaczonego celu. Gtéwnym problemem jest to, Ze kazdy z graczy wzajemnie
przeszkadza sobie w osiggnieciu wygranej. Budowa nowych drég, czy tez
zwiekszanie przepustowosci tras nie musi prowadzi¢ do polepszenia warunkéw
jazdy, lecz przeciwnie.

Wedtug teorii Downsa - Thomsona zwiekszenie przepustowosci drog powoduje
wystgpienie trzech efektow, ktore obnizajg ogoiny dobrobyit:

v Kierowcy poruszajgcy sie na co dzien alternatywnymi drogami zaczynajg
korzysta¢ z drogi o zwiekszonej przepustowosci

v Kierowcy omijajgcy przejazdy w czasie godzin szczytu, zaczynajg poruszac
sie w tych wiasnie godzinach

v' Pasazerowie komunikacji miejskiej rezygnujag z niej na rzecz wiasnego
samochodu

Rzeczywiste odwzorowanie tych sytuacji miato miejsce np. w Warszawie, kiedy to
utrudniono dostep do mostu Swietokrzyskiego i nie spowodowato to przewidywanego
paralizu na drogach stolicy [5].

W teorii gier wystepujg rowniez inne konfliktowe sytuacje. O tym, ze kazdy z graczy
poszukuje dla siebie jak najkorzystniejszej drogi do osiggniecia zamierzonego celu
moze poswiadczy¢ kolejny przyktad - Problem przestepcy.

W pewnym miescie wybudowano nowoczesny bank, w ktérym to przechowywane
byly najcenniejsze sztabki ztota sposrdd catego swiata. Naprzeciwko banku mieszkali
dwaj przyjaciele - Cyryl i Barnaba. Kazdego dnia obserwowali coraz to cenniejsze
przedmioty ukrywane w podziemiach banku. Kazdy z nich miat swoje najskrytsze
marzenia, ktoére chciat spetnic. Niestety, aby przyspieszy¢ osiggniecie tego celu
wstgpili na droge przestepstwa... Pech chciat, ze szybko zostali zdemaskowani.
Oboje sg przestuchiwani oddzielnie i majg do dyspozycji nastepujgce mozliwosci:

»  Przyznac sie do winy
= Nie przyznaé sie do winy

Jednak kazda z tych decyzji niesie za sobg pewne konsekwencje:

= Jezeli razem przyznajg sie do zarzucanego im czynu, to oboje zostang
skazani na 7 miesiecy wiezienia

= Jezeli bedg milcze€ i nie przyznajg sie do winy to oboje dostang 4 miesigce
wiezienia

= Jedli jednak jeden z nich przyzna sie do zarzucanych mu czyndéw, a drugi
bedzie milczat (nie przyzna sig), to pierwszy zostanie skazany na 2 miesigce



pozbawienia wolnosci natomiast drugi, ktory sie nie przyzna dostanie kare 10
miesiecy wiezienia.

Mozemy zobrazowac to przy pomocy tabeli.

Tabela 1 Decyzje i ich konsekwencje

DECYZJA CYRYL BARNABA
Kazdy z nich przyznaje sie - 7
do winy
Brak winnych 4 4
Cyryl przyznaje sie do
winy 2 10
Barnaba przyznaje sie do 10 5
winy

Wartosci w tabeli odzwierciedlajg ilos¢ miesiecy odbywania kary dla danej osoby.

Problem ten jest swego rodzaju gra, w ktérej wystepuje sytuacja konfliktowa. Wybory
jednej osoby wptywajg jednoczesnie na drugg postac.

Elementami gry sa:

e Gracze - musi by¢ ich minimum dwaoch

e Strategie - opis postepowania gracza oraz jego sytuacji

e Wyptaty - sg one przypisane do kazdej strategii ( w powyzszym przyktadzie
jest to ilos¢ miesiecy)

Nalezy przyjac, ze kazdy gracz minimalizuje straty i maksymalizuje zyski, gdyz chce
on znalez¢ sie w jak najlepszej sytuacji.

Wszystko to mozemy opisac przy pomocy popularnego drzewa.
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Rys.2 Schemat opisujacy gre

Na schemacie z rysunku 2 strzatki odwzorowujg posuniecie kazdego z graczy.
Odpowiedzi ,TAK” oraz ,NIE” obrazujg odpowiednio ,Przyznanie sie do winy” i ,Nie
przyznanie sie do winy”. Romby o oznaczeniach a,b,c itd. to tak zwane wierzchotki
gry. Wierzchotek A jest wierzchotkiem poczatkowym, ktory pokazuje mozliwosci
wyboru jakie ma Cyryl, wierzchotki B oraz B’ wskazujg mozliwosci wyboru Barnaby.
Cztery wierzchotki koncowe wskazujg na wynik gry, czyli wyptate, ktora jest zalezna
od decyzji jakie podejmujg nasi gracze. Pod tymi wierzchotkami w nawiasach
zapisane zostaty odpowiednio wyniki gry dla Cyryla i Barnaby. Mozemy zauwazyc¢, iz
na samym srodku naszego drzewa decyzje Barnaby podejmowane sg w tym samym
czasie co decyzje Cyryla, stgd wniosek, ze jest to gra jednoetapowa. Kolejng
obserwacjg moze by¢ fakt, ze kolejnos¢ graczy nie ma zadnego znaczenia tj.
Graczem nr 1 moze by¢ zaréwno Cyryl lub Barnaba, a ostateczny wynik gry bytby
taki sam.

Dazenie do optymalizacji rozwigzania prowadzi do osiggniecia tzw. Rownowagi
Nasha, w ktorej strategia kazdego z graczy jest optymalna, przyjmujac wybory
oponentéw za ustalone [6]. Kazda skonczona gra ma przynajmniej jedng rownowage
Nasha, wyjatek mogg stanowi¢ strategie czyste (wybdr gracza jest zdarzeniem
pewnym i trwa on przy nim) [7]. Inaczej méwigc sg to takie pary strategii, ktére sg
najlepszymi odpowiedziami na siebie nawzajem. W grach moze wystepowac kilka



Roéwnowag Nasha. W rozpatrywanym wyzej przyktadzie Rownowaga Nasha to wynik
(4,4) , czyli jednoczesnie najlepsze rozwigzanie dla obydwu graczy.

Niestety rownowaga ta nie musi oznaczaC tego, iz gracze otrzymajg najlepsze
mozliwe wyniki.

Dylemat wieznia to typowy przyktad strategii czystej - kazdy gracz dokonywat wyboru
z catkowitg pewnoscig. Jezeli gracze w sposob losowy decydowaliby o swoich
wyborach, wtedy mielibysmy do czynienia ze strategig mieszang [8].

Gra na zlotowki

Kazdy z dwoch graczy musi poda¢ w tej samej chwili jedng z liczb: ,1” lub ,2”. Gracz
A wygra, jezeli suma podanych liczb jest nieparzysta, natomiast gracz B wygra jesli
suma podanych liczb jest parzysta. Osoba przegrywajgca ptaci wygrywajgcemu takag
liczbe ztotych, ile wynosi suma podanych liczb.

Tabela 2 Wyptaty kazdego gracza

GRACZB - ,1” GRACZB - ,,2”
GRACZA - ,1” 2,2 3,-3
GRACZ A - ,,2” 3,-3 44

Przeanalizujmy teraz gre z perspektywy gracza A, przy zatozeniu, ze na 7 losowan
cztery razy wylosuje on 17, a trzy razy ,2” w przypadkowej kolejnosci.

e Jezeli gracz B powie ,1” - wtedy gracz A traci 2 ziote w % przypadkow,

Q

wygrywa 3 ztote w % przypadkow.

Srednio wygrywa wiec: %- (—2 zb) + % 3zt= % zl

e Jesli jednak gracz B powie ,2” - wtedy gracz A zyskuje 3 ziote w

przypadkow, a przegrywa 4 ziote w % przypadkow.
Srednio wygrywa wiec: % 3 zi4+ % (—4zh) =0zt

Jezeli gracz A przyjmie takie strategie to oznacza, ze nie przegra, gdy gracz B
wybierze ktorgs z powyzszych opciji. Dla gracza A gra jest sprawiedliwa i optacalna.




Rozwazmy teraz czy istnieje taka mozliwos¢, aby gracz A wybrat tak strategie, aby
zawsze miat wygrang wiekszg badz réwng zero.

Niech:

p, — oznacza prawdopodobienstwo zdarzenia: gracz A wybiera "1"

Wygrana gracza A (wartos¢ srednia) w sytuacji, gdy gracz B powie ,1”:
Pa-(=2)+ (1—p,) -3

Wygrana gracza A (wartos¢ srednia) w sytuaciji, gdy gracz B powie ,2”:
Pa3+ (1—pa)-(—4)

Chcemy dowiedzie¢ sie czy istnieje takie prawdopodobienstwo, dla ktérego gracz A
Srednio wygrywa takg samg ilos¢ pieniedzy niezaleznie od wyboru gracza B, wiec:

s (—2)+ (1—py)-3=ps-3+ (1—py)-(—4)
—2py+ 3-3p,=3p,—4+4p,

Ostatecznie:

Psa ==

z prawdopodobienstwem Z

Stad wniosek, ze gracz A powinien wybiera¢ ,1 "

natomiast ,2” z prawdopodobienstwem li
Srednia warto$¢ wygranej dla gracza A w takim przypadku:

! (zﬂ+5 3= — 2
12 VTR T TR
Podsumowujgc mozemy stwierdzi¢, ze niezaleznie od tego co zrobi przeciwnik gracz
A bedzie wygrywat $rednio f zi,

Gra na ztotowki jest przyktadem strategii mieszanej. Jezeli nie wystepuje réwnowaga
Nasha w strategiach czystych, gracze muszg stosowac strategie mieszane. Strategie
mieszane polegajg na tym, ze gracze w sposob losowy z okreslonym
prawdopodobienstwem wybierajg swoje strategie [9].



Kazdy paradoks jest Scisle powigzany z teorig gier. W teorii tej mozemy wyrdznic
wiele rodzajow strategii. Kazda z nich ma wptyw na przebieg danej gry. Mozna
powiedzie¢, ze jest to poniekad teoria decyzji, ktora analizuje sposoby ich
optymalnego podejmowania. Oczywiscie jak kazda metoda analizy, rowniez i teoria
gier posiada wady. Dotyczg one gtébwnie upraszczania rzeczywistosci, co moze
prowadzi¢ do pominiecia pewnych czynnikdw psychologicznych majgcych wptyw na
ostateczny wynik. Ze wzgledu na to najczesciej jest ona wykorzystywana w naukach
ekonomicznych oraz spotecznych do wykonywania badan np. analizy relacji miedzy
przedsiebiorstwami w konkurencji oraz konfliktéw na rynku.
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